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của tấm làm bằng vật liệu biến đổi chức năng (FGM) không hoàn hảo về sự phân 

bố vật liệu, trong đó vật liệu tấm được tạo ra từ hai thành phần chủ yếu là gốm và 

kim loại. Phương trình cân bằng của tấm được thiết lập dựa trên lý thuyết biến 

dạng cắt dạng hàm lượng giác và nguyên lý công khả dĩ, lý thuyết tính toán được 

kiểm chứng thông qua so sánh với các công trình đã công bố. Bài báo cũng khảo 

sát một số yếu tố vật liệu, hình học đến đáp ứng uốn tĩnh của tấm, các kết quả 

nghiên cứu là tài liệu tham khảo có giá trị đối với các nhà thiết kế, chế tạo kết cấu 

FGM trong thực tế. 
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1. Đặt vấn đề  

Cùng với sự phát triển của khoa học kỹ thuật, các vật liệu 

mới đã và đang được ứng dụng nhiều trong thực tiễn, như 

vật liệu composite ba pha, vật liệu từ tính, vật liệu áp điện, 

vật liệu biến đổi chức năng,... Và một trong những vật liệu 

được dùng nhiều trong kỹ thuật là vật liệu biến đổi chức 

năng (tiếng anh Viết tắt là FGM), đây là loại vật liệu được 

chế tạo từ hai hay nhiều thành phần, nhưng loại thông dụng 

nhất là gốm và kim loại, chúng được pha trộn theo tỷ lệ 

nhất định để đảm bảo các đặc trưng cơ tính biến đổi trơn 

liên tục theo chiều dày của kết cấu. Cũng chính do được chế 

tạo từ hai thành phần vật liệu này, các kết cấu FGM có khả 

năng chịu được nhiệt độ cao, chịu được mài mòn, khả năng 

chịu tải cũng tốt hơn. Các kết cấu FGM thường được sử 

dụng trong các chi tiết đặc chủng như xây dựng làm vách 

ngăn lò phản ứng hạt nhân, chân vịt tàu thủy, động cơ đốt 

trong, động cơ tên lửa, vách ngăn phòng siêu âm, chụp X 

quang,… Cũng chính vì tầm quan trọng của nó mà việc 

nghiên cứu ứng xử cơ học của các kết cấu làm bằng vật liệu 

chức năng đã và đang được các nhà khoa học trong và 

ngoài nước quan tâm nghiên cứu [1-6]. 

Trong quá trình chế tạo các kết cấu làm bằng vật liệu 

chức năng, có thể xuất hiện nhiều dạng khuyết tật khác 

nhau như sai lệch hình dáng, xuất hiện các lỗ rỗng vi mô, 

xuất hiện các vết nứt tế vi, sự phân bố không hoàn hảo về 

vật liệu. Việc xuất hiện các dạng khuyết tật này làm giảm 

đáng kể khả năng làm việc của kết cấu, do vậy bài báo này 

sử dụng phương pháp giải tích để đưa ra lời giải chính xác 

đối với bài toán uốn tĩnh của tấm FGM không hoàn hảo về 

vật liệu, các kết quả nghiên cứu này có ý nghĩa định hướng 

cho việc thiết kế, chế tạo và sử dụng các kết cấu làm bằng 

vật liệu FGM một cách có hiệu quả nhất. 

2. Đặt bài toán và xây dựng lời giải 

Xét tấm FGM có chiều dài các cạnh lần lượt là a và b, 

chiều dày tấm h được mô tả như trên hình 1.  
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Hình 3. Sự phân bố vật liệu tấm FGM không hoàn hảo loại II 

Giả thiết tấm làm việc trong giai đoạn đàn hồi, vật liệu 

tấm được pha trộn bởi 2 thành phần là kim loại và gốm với 

tỷ lệ thay đổi liên tục theo chiều dày tấm với hàm số mũ, cụ 

thể như công thức (1)-(3) ở phần dưới. Tấm chịu tải trọng 

phân bố đều tác dụng vuông góc với bề mặt trên của tấm. 

Cần xác định chuyển vị uốn của tấm FGM này.  

Quan hệ giữa tỷ lệ thể tích của gốm (Vc) và tỷ lệ thể tích 

của kim loại (Vm) theo công thức: 
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Hình 4. Sự phân bố tỷ lệ Vc tấm FGM không hoàn hảo loại I 

ứng với trường hợp h0 = h/10 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.5

0

0.5

V
c

z/
h

 

 

n=0.5

n=1

n=2

n=10

 

Hình 5. Sự phân bố tỷ lệ Vc tấm FGM không hoàn hảo loại II 

ứng với trường hợp h0 = h/10 

Đối với tấm FGM không hoàn hảo loại I, các đặc trưng 

cơ tính (Mô đun đàn hồi E, hệ số Poisson  ) phụ thuộc vào 

chiều dày như sau: 
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(2) 

còn đối với dầm FGM không hoàn hảo loại II thì các đặc 

trưng cơ tính biến đổi theo quy luật: 
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trong đó 
1

2

n

c

z
V

h

 
= + 
 

. Như vậy có thể thấy rằng nếu      

h0=0.5h thì tấm có vật liệu phân bố trơn liên tục theo chiều 

dày, trường hợp này gọi là tấm FGM hoàn hảo. 
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Trên hình 4 và hình 5 thể hiện sự phân bố tỷ lệ thể tích 

của vật liệu gốm Vc theo chiều dày ứng với trường hợp h0 = 

h/10. 

Trường chuyển vị của tấm sử dụng để tính toán có dạng 

sau: 

     

     , ( , , ) / , / ,

( , , ) ( , ) ( , )

b z s

b s

u v x y z z w x y f w x y

w x y z w x y w x y

 = −    −   


= +       
(4) 

trong đó hàm fz = z - (h/ )sin(z /h). Đây là trường 

chuyển vị có tính đến cả thành phần chuyển vị uốn wb và 

thành phần chuyển vị cắt ws, hàm fz phải thỏa mãn điều kiện 

biên của ứng suất tại mặt trên và mặt dưới của tấm phẳng 

bằng không. Việc sử dụng lý thuyết biến dạng cắt như biểu 

thức (4) sẽ đơn giản hơn rất nhiều so với các lý thuyết biến 

dạng cắt bậc ba đầy đủ hoặc bậc 3 của Reddy, đồng thời lý 

thuyết này cũng không cần đến bất kỳ hệ số hiệu chỉnh cắt 

nào, nhưng vẫn mô tả đầy đủ và chính xác đáp ứng cơ học 

của tấm, đây là một số ưu điểm của lý thuyết này. 

Từ đó tính được các thành phần biến dạng của tấm: 

                        
0;ε ε ε  γ γz z f s z sz f g= + =
                   

 (5) 

trong đó 
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(6) 

Quan hệ giữa ứng suất và biến dạng của lớp thứ i tuân 

theo định luật Hooke như sau: 
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(7) 

Tích phân theo chiều dày tấm, ta thu được các thành 

phần nội lực của tấm FGM không hoàn hảo bao gồm các 

thành phần mô men và lực cắt có dạng sau:
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(8) 

trong đó các ma trận hệ số xác định như sau: 
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Để thiết lập phương trình cân bằng cho tấm, bài báo sử 

dụng nguyên lý công khả dĩ như sau: 

                              
0nl ng − =                          (10) 

trong đó nl ng,  là công khả dĩ của nội lực và ngoại lực 

tác dụng lên tấm FGM.  

Biểu thức công khả dĩ của nội lực được xác định như 

sau:
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(11) 

Biểu thức công khả dĩ của ngoại lực được xác định như 

sau: 

         
( )nl b sq wdA q w w d

 

   = = + 
              

 (12) 

trong đó q là tải trọng phân bố đều tác dụng lên tấm. Thay 

các biểu thức (11) và (12) vào phương trình (10), ta rút ra 

được hai phương trình cân bằng theo hai biến wb và ws như 

sau: 
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   (13) 

Để giải phương trình cân bằng (13), ta sử dụng lời giải 

của Navier, xét tấm chịu liên kết tựa đơn trên tất cả các 

cạnh, nghiệm dạng chuỗi lượng giác kép như sau: 
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     (14) 

trong đó Dbmn và Dsmn là biên độ của các chuyển vị. Đối với 

lời giải dạng Navier, biểu thức ngoại lực tác dụng: 

            
( ) 0

2
1 1

16
, sin sin

m m

Q m x n y
q x y

a bmn

 



 

= =

   
=    

   
       (15) 

trong đó Q0 là biên độ ngoại lực. Thay các biểu thức (14) và 

(15) vào phương trình (13), rút ra được phương trình 
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trong đó các hệ số trong phương trình (16) được xác định 

như sau: 
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Như vậy các hệ số Kij ở vế trái của phương trình (16) phụ 

thuộc vào các đặc trưng hình học và vật liệu của tấm, còn 

vế phải phụ thuộc vào ngoại lực tác dụng lên tấm FGM. 

Giải phương trình (16), ta sẽ thu được các ẩn Dbmn và Dsmn, 

từ đó sẽ xác định được biểu thức chuyển vị w tại bất kỳ 

điểm nào trên tấm. 

3. Kết quả tính toán và thảo luận 

3.1 Kiểm chứng độ tin cậy 

Xét tấm FGM hoàn hảo, chế tạo từ gốm và kim loại có 

các thông số: tấm vuông cạnh a, h = a/10, Ec= 380 Gpa, 

Em=70 GPa, 
c m = = 0.3. Chuyển vị lớn nhất không thứ 

nguyên được so sánh w*=10wmaxh3Ec/Pa4. Kết quả so sánh 

trong bảng 1 với kết quả trong tài liệu [5] thể hiện sự tin 

cậy của lý thuyết tính toán, sai số lớn nhất giữa các kết quả 

là 1.68%. 

Bảng 1. So sánh chuyển vị lớn nhất của tấm FGM hoàn hảo 

 k = 0 k = 1 k = 2 k = 10 

[5] 0.46 0.92 1.19 1.58 

Bài báo 0.46 0.92 1.17 1.56 

Sai số 0(%) 0(%) 1.68(%) 1.26(%) 

3.2 Khảo sát ảnh hưởng của một số tham số 

Xét tấm FGM không hoàn hảo về vật liệu có các thông 

số như sau: a = b = 1m, chiều dày h, các đặc trưng cơ tính 

vật liệu được lấy như ở mục 3.1, thông số để khảo sát là 

chuyển vị không thứ nguyên lớn nhất w*=100wmaxh3Ec/Pa4.  

- Khảo sát ảnh hưởng của chỉ số mũ thể tích k: bảng 2 và 

bảng 3 trình bày kết quả tính toán chuyển vị lớn nhất của 

tấm phụ thuộc vào chỉ số mũ thể tích và chiều dày h0 đối 

với tấm FGM không hoàn hảo loại I và loại II, các kết quả 

tính toán chỉ ra rằng khi tăng chỉ số mũ thể tích k thì chuyển 

vị lớn nhất của tấm FGM tăng lên, điều này là do khi chỉ số 

mũ thể tích tăng lên, cũng có nghĩa rằng tỷ lệ thể tích vật 

liệu gốm trong tấm giảm xuống, do đó “độ cứng” của tấm 

giảm xuống, nên chuyển vị của tấm sẽ tăng lên.  

Bảng 2. Chuyển vị lớn nhất của tấm FGM không hoàn hảo loại 

I phụ thuộc chỉ số mũ thể tích k (b/a = 1) 

h0 k = 0.5 k = 1 k = 2 k = 10 

0.05 6.31 7.13 7.66 7.85 

0.1 6.32 7.15 7.70 7.94 

0.2 6.36 7.25 7.90 8.36 

0.5 6.56 7.75 9.06 13.58 

Bảng 3. Chuyển vị lớn nhất của tấm FGM không hoàn hảo loại 

II phụ thuộc chỉ số mũ thể tích k (b/a = 1) 

h0 k = 0.5 k = 1 k = 2 k = 10 

0.05 8.22 8.63 9.42 13.91 

0.1 8.16 8.58 9.39 13.91 

0.2 7.95 8.44 9.32 13.91 

0.5 6.65 7.85 9.20 13.91 

- Khảo sát ảnh hưởng của tỷ lệ chiều dài hai cạnh tấm 

b/a: bảng 4 và bảng 5 thể hiện chuyển vị lớn nhất của tấm 

FGM không hoàn hảo loại I và loại II. Có thể thấy rằng khi 

tỷ lệ b/a tăng lên, chuyển vị lớn nhất của tấm cũng tăng lên, 

điều này cũng có nghĩa rằng khi tỷ lệ chiều dài hai cạnh tấm 

càng lớn, thì khả năng chịu tải của tấm giảm xuống.  

 

Bảng 4. Chuyển vị lớn nhất của tấm FGM không hoàn hảo loại 

I phụ thuộc tỷ lệ chiều dài hai cạnh b/a  (k = 1) 

h0 b/a = 0.5 b/a = 1 b/a = 2 b/a = 4 

0.05 1.16 7.13 17.48 21.49 

0.1 1.17 7.15 17.53 21.54 

0.2 1.18 7.25 17.76 21.82 

0.5 1.26 7.75 18.99 23.34 

Bảng 5. Chuyển vị lớn nhất của tấm FGM không hoàn hảo loại 

II phụ thuộc tỷ lệ chiều dài hai cạnh b/a  (k = 1) 

h0 b/a = 0.5 b/a = 1 b/a = 2 b/a = 4 

0.05 1.44 8.63 21.01 25.78 

0.1 1.42 8.58 20.93 25.68 

0.2 1.40 8.44 20.59 25.28 

0.5 1.30 7.85 19.16 23.51 

4. Kết luận chung 

Bài báo trình bày nghiên cứu uốn tĩnh của tấm FGM không 

hoàn hảo về sự phân bố vật liệu dựa trên lời giải dạng giải 

tích, trong đó các công thức tính toán xuất phát từ lý thuyết 

biến dạng cắt dạng hàm lượng giác kiểu mới. Kiểm chứng 

độ tin cậy của lý thuyết tính toán được tiến hành thông qua 

so sánh với các công trình đã công bố. Bài báo cũng đưa ra 

một số kết quả tính toán để thể hiện rõ ảnh hưởng của một 

số tham số hình học, vật liệu đến đáp ứng uốn tĩnh của tấm 

FGM không hoàn hảo. 
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